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Este trabalho tem o objetivo de estudar os principais conceitos do Calculo Fracionario e aplica-los no modelo do
oscilador harmdnico forcado por meio de equacdes diferenciais fracionarias. O Calculo Fracionario € uma ferramenta
importante na modelagem matematica de fenémenos fisicos e resolucdo de problemas importantes na engenharia, por

poder proporcionar resultados mais proximos dos observados.
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Introducgéo
O Calculo de ordem inteira, ou simplesmente o Calculo,
desenvolveu-se ao longo dos séculos XVIII e XIX,
momento em que surgiu a Analise matematica e foram
introduzidos formalmente os conceitos de limites,
derivada e integral.
A ideia da derivada de ordem ndo inteira, por sua vez,
teve inicio na troca de correspondéncias entre Leibniz e
L’Hopital em 1695. Atribui-se a essa discussdo o0s
primordios do Célculo Fracionario (ou Célculo de ordem
ndo inteira), que envolve poténcias de numeros reais ou
complexos em operadores diferenciais.
As integrais fracionarias foram definidas ao longo da
historia por diferentes estudiosos. A integral fracionaria
de Riemann-Liouville, a integral fracionaria de Weyl e a
integral fracionaria de Liouville séo alguns exemplos.
As derivadas fracionarias, assim como as integrais,
possuem diferentes definicbes. As derivadas de Caputo e
de Riemann-Liouville séo alguns exemplos.
A fim de analisar uma das aplicagbes do célculo
fracionéario, foi estudada a equacdo diferencial que
representa o oscilador harmonico forgado.
A seguir é apresentada a equacao diferencial fracionaria
gue representa o oscilador harménico forcado sem
amortecimento:

Dex(t) + w®x(t) = f(t)

sendo D¢ a derivada de ordem 1 < a £ 2 no sentido de

Caputo, * = VEkim g frequéncia angular, x(t) o
deslocamento em um tempo t, f(t) = a(t)/m qt) a forca
externa que age no sistema e m a massa.

Resultados e Discusséo

Para obter a solugcdo x(t) da equacdo diferencial
fracionaria, que representa o oscilador harménico
forcado e sem amortecimento, utilizou-se a metodologia
da transformada de Laplace e transformada de Laplace
inversa. A solucdo é dada em termos da funcdo de
Mittag-Leffler, E, de um e dois parametros, a qual € uma
generalizacdo da funcdo exponencial. A solucdo é
apresentada a rseguir:

(6 = [ (t — D 1E, (—w®(t — D)%) f() dr +
]

+x(0) E, (—e®t%) + x"(0)E, . (—ew®£%)

Para as condig¢@es iniciais x(0) =0 e x(0) =0, f(t) =10 e
w =1, tem-se o gréfico apresentado na Figura 1, com a
ordem da derivada, a, variando de 1,2 a 2.
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Figura 1. Solucdo x(t) para o oscilador harmdnico
forcado.

Nota-se que para a = 2 recupera-se a solucdo da
equacao diferencial ordinaria que representa o oscilador
harmonico.

Conclusodes

Através dos resultados expostos, € possivel perceber
gue o calculo fracionario € uma ferramenta matematica
de grande importancia para a modelagem de fenbmenos
fisicos, devido a variagdo da ordem a das derivadas que
compde a equacao diferencial. Isso permite obter novos
resultados a partir de modelos consagrados na
engenharia, como a viga de Euler-Bernoulli.
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